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摘要 

最小生成树是图论算法中最重要的原型之一。从分类学到图像处理再到计算机网络的众多领

域中我们都能找到它们的应用。在此报告中，我们提出了三种算法来计算大型图的最小生成

树（MST）或最小生成森林（MSF），这些图不适合单个计算机的内存。在某些假设下，我

们分析了这些算法的理论处理时间，通信成本和通信时间。最后，我们使用 Apache Spark 比

较这 3 种算法对真实数据的性能。该项目的代码可以在这里找到：https://github.com/s-

ramaswamy/CME-323-project 

 

1 介绍 

在图论中，连通无回路的无向图称为无向树，简称为树，每个连通分支都是树的无向图称作

森林。生成树是无向图导出的子图，且需要包含母图中所有的顶点。最小生成树是所有边的

权重总和最小的生成树。 

综上所述，最小生成树是连通的、无向的、无回路的、包含原图所有顶点的，且边的权重和

最小的生成树。 

2 应用领域 

最小生成树可以在许多领域中找到应用。下面列出来其中一些。 

⚫ 对于 NP-hard 问题和 NP-complete 问题，MST 是许多近似算法的重要组成部分。例如，

对于斯坦纳树（Steiner tree）问题，大多数近似算法的第一步都需要计算 MST。这也是

Christofede 算法中针对旅行商问题的第一步。 

⚫ 图像处理中的应用。例如，如果您在幻灯片上有细胞的图像，则可以使用由原子核形成

的图的最小生成树来描述这些细胞的排列。 

⚫ 它们是单链接聚类的基础。单链接聚类是分层聚类方法。每个元素在开始时都位于其自

己的群集中。然后将这些簇依次组合成更大的簇，直到所有元素最终都位于同一簇中。

在每个步骤中，将相距最短距离的两个群集组合在一起。稍后我们将看到，此过程基本

上模仿了构造 MST 的 Kruskal 算法。 

⚫ MST 的一个明显应用是在道路或电话网络的建设中。我们希望以尽可能短的道路/电线

长度连接地方/房屋。这与计算最小生成树完全相同。 

3 定理 

3.1 切割性质（Cut property） 

定理 3.1 对于图中任意的切割 C，如果一条切割边的权重小于其他的切割边，那么这条边一

定是该图的最小生成树的边。 



证明 下图中，切割将图分为 S 和 V-S 两部分，连接两部分有三条边 BC、CE 和 EF，权重分

别为 6、5、4，假设将边 BC 划分为最小生成树的一部分，添加边 EF 会构成环 BEFC，反之

用 BC 代替为 EF 则会产生权重和更小的最小生成树。因此，包含 BC 的树不是最小生成树。 

 

 

图 1 图切割性质的示意图 

𝑇是给定的唯一 MST。如果𝑆 = {𝐴, 𝐵, 𝐷, 𝐸}，则𝑉 − 𝑆 = {𝐶, 𝐹}，那么跨越切割(𝑆, 𝑉 − 𝑆)存在

三种可能性，它们是原始图的边 BC,EC,EF。其中 EF 是三条切割边中权重最小的，记为边

e，则𝑆 ∪ {𝑒}是 MST T 的一部分。 

 

3.2 环性质（Cycle property） 

定理 3.2 对于图中任意的环 C，如果环中的一条边比其他的任何一条边的权重都大，那么这

条边一定不属于 MST。 

证明 反证法。假设 e 属于最小生成树𝑇1，e 是环 C 中最大的边。删除边 e 会将𝑇1分成两个

子树，e 的两个顶点分别位于两棵子树上。要想将 C 重新连接成环，需要构造一条边 f，让

它的两个顶点分为位于不同的子树上。我们用 f 重新重新连接 C，产生了树𝑇2。因为 e 是环

C 中最大的边，所以 f 小于 e，故𝑇2的权重和小于𝑇1，即𝑇1不是最小生成树，与原假设矛盾，

所以 e 一定不属于 MST。 

 

4 单机算法 

4.1 经典算法 

单机上最小生成树的两种最受欢迎的算法是 Kruskal 算法和 Prim 算法。它们都具有相同的

计算复杂度，并且相对容易实现。 

 



 

4.1.1 Kruskal's 算法 

 

G(V,E)中 V 表示点的集合，E 表示边的集合，G 表示 Graph。Kruskal's 算法利用了环性质，

即环中最大边一定不属于最小生成树。算法在最开始，需要将所有的边按照由小至大的顺序

排列，我们按照这个顺序每次取出一条边，判断是否要加入到 MST 中。每一轮循环，若该

边会构成环则不加入 MST，反之则加入 MST。因此 Kruskal's 算法只添加了属于 MST 的边。 

 

使用不相交的集的数据结构，我们可以实现𝑂(𝑚𝑙𝑜𝑔𝑛)的时间复杂度，其中 m 是图的边数，

n 是图的顶点数。如果我们使用更复杂的不相交集的数据结构，则可以实现𝑂(𝑚𝛼(𝑚, 𝑛))的

时间复杂度，其中𝛼是 Ackermann 函数的反函数，增长及其缓慢。但是要实现此界限，我们

需要假设边已经被排好序了，或在线性时间内能完成排序。 

 

 

 



 

4.1.2 Prim's 算法 

 

Prim's 算法利用切割性质，寻找离开当前树的最小的权重边，并将该边添加到树上。因为切

割定理告诉我们，切割边中的最小权重边一定属于 MST。所以 Prim's 算法只添加了属于 MST

的边。 

 

 

如果我们使用简单的二进制堆（binary heap）和优先级队列（priority queue），则算法的复杂

度为𝑂(𝑚𝑙𝑜𝑔𝑛)，其中 m 是图的边数，n 是图的顶点数。但是，如果我们使用跟复杂的 Fibonacci

堆，则可能证明算法复杂度为𝑂(𝑚 + 𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛)，对于稠密图（dense graphs）而言，渐进性更

好。 

 

 

 

 



4.2 更快的算法 

已知的最快的非随机算法由 Bernard Chazelle 提出的，它的时间复杂度为𝑂(𝑚𝛼(𝑚, 𝑛))，实际

上就是线性的时间复杂度。但是，该算法使用了软堆（soft heap）和近似的优先级队列，所

以难以实现。Karger、Klein 和 Tarjan 发现了一种线性时间的随机算法，该算法仅使用边权

重的比较来找到 MST。对于整数边权重，目前最快的算法由 Fredman 和 Willard 开发，需要

𝑂(𝑚 + 𝑛)的时间。 

对于本项目，我们仅考虑经典算法，因为它们相对于更快、更新的算法而言，更易于实现。 

 

5 分布式算法 

我们将研究三种分布式算法。其中两个基于 Kruskal 算法——边分割（edge partitioning）和

顶点分割（vertex partitioning），第三个是并行 Prim's 算法（parallel Prim's）。所有这三种算

法的基本假设是，图的顶点适合单个计算机的内存，而边则不适合。 

首先，我们将研究基于 Kruskal 的算法。两种算法都有一个共同的主题。以下引理有助于在

分布式环境中建立算法的正确性。 

引理 5.1 子图的 MST 不包含的边，也不属于原始图的 MST 

证明 “子图的 MST 不包含的边”这个事实表明，在切割中存在另一条权重较小的边，该边

将原始边的两个顶点分开。虽然是在子图上考虑这个问题，但实际上对于原始图来说也是如

此。因此，子图的 MST 不会出现的边，也不会出现在原始图形中的 MST 中。 

在以下的算法中，我们在不同的子图上找到 MST，在此过程中，会不断地丢弃不属于全局

MST（global MST）的边。一旦到达可以将剩余的边存储在一台机器上的阶段，就可以使用

Kruskal 算法的单机器版本来计算最终的 MST。 

5.1 边分割（Edge Partitioning） 

单台计算机的内存无法存储下原图中所有的边，那我们就把边分配给计算机集群，每台计算

机上的边构成一个子图。在每台计算机上使用 Kruskal 算法的单机版本计算最小生成树，把

这些最小生成树的边集合起来，再次分配给计算机集群，以此反复，直至所有的边减少到能

够放入一台计算机上。我们就把它们收集在一台计算机上，并使用 Kruskal 算法计算最终的

MST。 

 

 

 



5.1.1 分析 

我们使用下面的符号来进行分析： 

顶点的数量：n 

边的数量：𝑚 = 𝑛1+𝑐 

每台机器上的内存（每台机器上分配的边的数量）：𝜂 = 𝑛1+𝜖 

需要机器的数量：𝑙 =
𝑚

𝜂
= 𝑛𝑐−𝜖 

引理 5.2 算法将会进行⌈
𝑐

𝜖
⌉轮迭代后终止，并返回最小生成树。 

证明 ⌈
𝑐

𝜖
⌉是向上取整

𝑐

𝜖
的意思，通过引理 5.1 我们知道不属于子图最小生成树的边，也不是原

图最小生成树的边。既然边的分配的随机的，我们可以预想到每台机器上分配的边数是𝜂。

在第一轮迭代后，我们有|∪𝑖 𝑇𝑖| ≤ 𝑙 × (𝑛 − 1) = 𝑛𝑐−𝜖 ⋅ (𝑛 − 1) = 𝑛1+𝑐−𝜖 + 𝑛𝑐−𝜖 = 𝑂(𝑛1+𝑐−𝜖)。

因此边的总数变成原来的
1

𝑛𝜖
。 

在下一轮迭代时，如果选择的参数 l，恰能够让剩余的边都存储在 l 台机器上，我们能够证

明边的总数再次变为原来的
1

𝑛𝜖
。因此我们重复这个过程，在⌈

𝑐

𝜖
⌉ − 1轮迭代后，边的数量应该

减小到能放入一台机器中运算，整个算法恰好终止在第⌈
𝑐

𝜖
⌉轮循环 

补充 假设一台机器上能分配原图中所有的边，那么经过 KRUSKAL 算法计算后，会获得最

小生成树，根据图论中的定理，𝑚 = 𝑛 − 1，但由于每台机器上实际只分配𝜂数量的边，𝜂 ≤

𝑚，所以𝜂 ≤ 𝑛 − 1，|∪𝑖 𝑇𝑖| = 𝑙 × 𝜂 ≤ 𝑙 × (𝑛 − 1)。 

那么在每轮迭代选取的机器数 l 是固定的吗？下面我们将证明每轮迭代需要根据当前边的

总数来选择合适的 l，而不是动用全部的机器。 

引理 5.3 最优机器数应该在每轮迭代后减少，需要保证
|𝑒𝑖|

𝑙𝑖
是常数，恒等于

𝑚

𝑙
。在这里，𝑒𝑖是

在第(𝑖 − 1)𝑡ℎ轮迭代后剩余的边数，而𝑙𝑖是第𝑖𝑡ℎ轮迭代后使用的机器数。 

证明 让我们假设算法终止于 t 轮迭代。我们知道在𝑡 − 1轮迭代后，一台机器的内存可以容

纳下剩余的边。因此整个过程的处理时间可以被写成： 

𝑚

𝑙1
𝑙𝑜𝑔𝑛 +

𝑙1𝑛

𝑙2
𝑙𝑜𝑔𝑛 +

𝑙2𝑛

𝑙3
𝑙𝑜𝑔𝑛 +⋯+

𝑙𝑡−2𝑛

𝑙𝑡−1
𝑙𝑜𝑔𝑛 + 𝑙𝑡−1𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛 

在算法 3 的第 7 行，我们将𝑖 − 1轮迭代剩余的边再次分配给𝑙𝑖台机器运算。因为这𝑙𝑖台机器

是并行运算的，且每台机器上运算的时间复杂度应该是一样的，所以总的处理时间上，只需

考虑一台机器的处理时间即可。 

KRUSKAL 算法的时间复杂度是𝑂(𝑚𝑙𝑜𝑔𝑛)，m 代表边数，n 代表顶点数。在引理 5.2 的证明

中，我们有|∪𝑖−1 𝑇𝑖−1| ≤ 𝑙𝑖−1 × (𝑛 − 1) = 𝑂(𝑛1+𝑐−𝜖) = 𝑂(𝑙𝑖−1 × 𝑛)，|∪𝑖−1 𝑇𝑖−1|就是𝑖 − 1轮迭

代后剩余的边的总数，那么在 i 轮循环时须将其分配给𝑙𝑖台机器，所以这一轮迭代，每台机

器上的处理时间为
|∪𝑖−1𝑇𝑖−1|

𝑙𝑖
𝑙𝑜𝑔𝑛 =

𝑙𝑖−1⋅𝑛

𝑙𝑖
𝑙𝑜𝑔𝑛。 



想求得最优的𝑙𝑖，我们需要 

𝑇 =
𝑚

𝑙1
𝑙𝑜𝑔𝑛 +

𝑙1𝑛

𝑙2
𝑙𝑜𝑔𝑛 +

𝑙2𝑛

𝑙3
𝑙𝑜𝑔𝑛 +⋯+

𝑙𝑡−2𝑛

𝑙𝑡−1
𝑙𝑜𝑔𝑛 + 𝑙𝑡−1𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛 

依次对𝑙1, 𝑙2, … , 𝑙𝑡−1求偏导，并令其等于零，即 

𝜕𝑇

𝑙1
= 0 

𝜕𝑇

𝑙2
= 0 

⋮ 

𝜕𝑇

𝑙𝑖
= 0 

⋮ 

𝜕𝑇

𝑙𝑡−2
= 0 

𝜕𝑇

𝑙𝑡−1
= 0 

化简后得， 

𝑙1
2 = 𝑙2

𝑚

𝑛
 

𝑙2
2 = 𝑙1𝑙3 

𝑙3
2 = 𝑙2𝑙4 

⋮ 

𝑙𝑖
2 = 𝑙𝑖−1𝑙𝑖+1 

⋮ 

𝑙𝑡−2 = 𝑙𝑡−3𝑙𝑡−1 

𝑙𝑡−1
2 = 𝑙𝑡−2 

根据引理 5.2，令迭代轮次𝑡 =
𝑐

𝜖
，初始条件有𝑙1 =

𝑚

𝜂
= 𝑛𝑐−𝜖，代入上面的方程中可得， 

𝑙1 = 𝑛𝑐−𝜖 = (
𝑚

𝑛
)

𝑡−1
𝑡

 

𝑙2 = 𝑛𝑐−2𝜖 = (
𝑚

𝑛
)

𝑡−2
𝑡

 

𝑙3 = 𝑛𝑐−3𝜖 = (
𝑚

𝑛
)

𝑡−3
𝑡

 

⋮ 

𝑙𝑖 = 𝑛𝑐−𝑖𝜖 = (
𝑚

𝑛
)

𝑡−𝑖
𝑡

 



⋮ 

𝑙𝑡−1 = 𝑛𝑐−(𝑡−1)𝜖 = (
𝑚

𝑛
)

1
𝑡
 

所以 

|𝑒𝑖|

𝑙𝑖
=
𝑛1+𝑐−(𝑖−1)𝜖

𝑙𝑖
= 𝑛1+𝜖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 

5.1.2 处理时间和通讯成本 

每次迭代的处理时间是在一台机器上执行 Kruskal 运算所花费的时间（并行的原因），加上

为下一次迭代划分剩余边缘所花费的时间。总处理时间可以写成： 

⌈
𝑐

𝜖
⌉ × (𝑂 (

𝑚

𝑙
𝑙𝑜𝑔𝑛) + 𝑂 (

𝑚

𝑙
)) 

通讯成本涉及 t 个多对多通信（all-to-all communication），这是由于每轮迭代结束时都会随

机分配剩余的边。随着边的数量的减少以及迭代的进行，通讯成本也随之降低。总的通信成

本是等比数列的求和表达式： 

𝑚 +
𝑚

𝑛𝜖
+

𝑚

𝑛2𝜖
+

𝑚

𝑛3𝜖
+⋯+

𝑚

𝑛(𝑡−1)𝜖
=
𝑛(𝑛𝑐 − 1)

1 − 𝑛−𝜖
 

5.1.3 实现 

边的随机分配可以通过 pyspark 的 map 操作实现。然后，使用 groupByKey 将具有相同 Key

的边分配到一台机器上。接下来，flatMap 和 Kruskal's 算法一起使用，获得一个 RDD，该

RDD 里面包含了该轮迭代后剩余的边。 

 

5.2 顶点分割（Vertex Partitioning） 

在该算法中，我们不分割边，而是分割顶点。我们固定一个数 k 并将顶点随机分成 k 个相等

大小的分区，即𝑉 = 𝑉1 ∪ 𝑉2 ∪ 𝑉3 ∪ …∪ 𝑉𝑘且对于𝑖 ≠ 𝑗, 𝑉𝑖 ∩ 𝑉𝑗 = ∅。因此|𝑉𝑖| =
𝑛

𝑘
。如果我们只

计算这些分区的构成的子图的最小生成树，那我们会忽略跨越分区的边。所以，我们需要以

成对的方式考虑，这样才不会遗漏边。对于每一对分区𝑖, 𝑗，令𝐸𝑖,𝑗 ⊆ 𝐸表示这些分区顶点𝑉𝑖 ∪

𝑉𝑗所产生的边。即𝐸𝑖,𝑗 = {(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐸|𝑢, 𝑣 ∈ 𝑉𝑖 ∪ 𝑉𝑗}。那么每一对分区对应的子图可以表示为

𝐺𝑖,𝑗 = (𝑉𝑖 ∪ 𝑉𝑗 , 𝐸𝑖,𝑗)。因为有 k 个分区，两两配对构成一对，每一对对应一个子图，所以总共

有𝐶𝑘
2个子图。对每一个𝐺𝑖,𝑗计算唯一的最小生成树𝑀𝑖,𝑗。令 H 表示所有的𝑀𝑖,𝑗包含的边构成的

图，即𝐻 = (𝑉,∪𝑖,𝑗 𝑀𝑖,𝑗). 

最后，根据假设 H 能够放入一台机器的内存中，计算 H 的最小生成树 M，则 M 是原图 G 的

最小生成树。 

5.2.1 分析 

定理 5.4 算法计算出的最小生成树 M 是 G 的最小生成树 

证明 算法顶点分割的方法，实际上是对原图的稀疏化，之后又计算子图的最小生成树。根

据引理 5.1，显然我们并未移除属于原图 G 最小生成树的边。因此最终计算的 M 确实就是

原图 G 的最小生成树。 

 



 

对于此算法，我们假设我们能够在一台机器上放入𝑂̃(𝑛1+
𝑐

2)大小的边集，其中𝑚 = 𝑛1+𝑐。𝑂̃和

𝑂是相同的，只是我们忽略了对数项。 

引理 5.5 令𝑘 = 𝑛
𝑐

2，则有𝐸𝑖,𝑗的大小有很大的概率是𝑂̃(𝑛1+
𝑐

2) 

证明 我们通过顶点度数的边界来寻找𝐸𝑖,𝑗的边界。𝐺𝑖,𝑗的边数显然小于等于顶点的度数和，

即|𝐸𝑖,𝑗| ≤ ∑ deg(𝑣)𝑣∈𝑉𝑖 + ∑ deg⁡(𝑣)𝑣∈𝑉𝑗 。为了证明，我们将原图 G 所有的顶点按照度数分组。

𝑊1表示度数为 1 或 2 的顶点，𝑊2表示度数为 3 或 4 的顶点，当𝑖 ≥ 2时有𝑊𝑖 = {𝑣 ∈ 𝑉: 2𝑖−1 <

deg(𝑣) ≤ 2𝑖}。假设 G 有 n 个顶点，则顶点有𝑙𝑜𝑔𝑛个分组。 

考虑从𝑊𝑖映射到𝑉𝑗中的顶点数。如果𝑊𝑖中有较少的元素，那么 |𝑊𝑖| < 2𝑛
𝑐

2𝑙𝑜𝑔𝑛，有

∑ deg(𝑣) ≤ 2𝑛1+
𝑐

2𝑙𝑜𝑔𝑛 =𝑣∈𝑉𝑖 𝑂̃(𝑛1+
𝑐

2)。如果𝑊𝑖中有较多的元素，那么|𝑊𝑖| > 2𝑛
𝑐

2𝑙𝑜𝑔𝑛，根据

Chernoff 边界界可以知道从𝑊𝑖映射到𝑉𝑗中的顶点数等于𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛)的概率至少为1 −
1

𝑛
，即 

𝑃[|𝑊𝑖 ∩ 𝑉𝑗| = 𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛)] ≥ 1 −
1

𝑛
 

令𝑋 = |𝑊𝑖 ∩ 𝑉𝑗|，由 Chernoff 边界可得 

𝐸(𝑋) = 𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛) 

𝑃(𝑋 > (1 + 𝛿)𝑙𝑜𝑔𝑛) ≤ 𝑒−
𝛿2𝑙𝑜𝑔𝑛

3  

𝑃(𝑋 > (1 + 𝛿)𝑙𝑜𝑔𝑛) ≤ 𝑒−
𝛿2𝑙𝑜𝑔𝑛

3  

𝑃(𝑋 > (1 + 𝛿)𝑙𝑜𝑔𝑛) ≤
1

𝑛
𝑒
𝛿2

3  

当𝛿 → 0时 

𝑃(𝑋 > 𝑙𝑜𝑔𝑛) ≤
1

𝑛
 



𝑃(𝑋 ≤ 𝑙𝑜𝑔𝑛) ≥ 1 −
1

𝑛
 

因此，至少有1 −
𝑙𝑜𝑔𝑛

𝑛
的概率 

∑ deg(𝑣) ≤∑ ∑ deg⁡(𝑣)

𝑣∈𝑉𝑗∩𝑊𝑖𝑖𝑣∈𝑉𝑗

≤∑2𝑛1+
𝑐
2

𝑖

log2 𝑛 ≤ 𝑂̃(𝑛1+
𝑐
2) 

证毕。 

5.2.2 处理时间和通讯成本 

我们使用下面的符号来进行分析： 

顶点的数量：n 

边的数量：𝑚 = 𝑛1+𝑐 

每台机器上的内存（每台机器上分配的边的数量）：𝜂 = 𝑛1+
𝑐

2 

需要机器的数量：𝑘 =
𝑚

𝜂
= 𝑛

𝑐

2 

我们前面证明了，每台机器上边的数量有很高的概率是𝑂(𝑛1+
𝑐

2)，即𝑂(
𝑚

𝑘
)。每台机器上点的

数量为𝑂(
𝑛

𝑘
)。而且，我们知道在一轮迭代后，我们就能够将剩余的𝑂(𝑛1+

𝑐

2)放在一台机器上。

我们使用 Kruskal 算法就能够算得最小生成树。因此，总处理时间为一台机器上执行 Kruskal

运算所花费的时间（并行的原因），加上最后一次执行 Kruskal 所花费的时间： 

𝑂 (
𝑚

𝑘
⋅
𝑙𝑜𝑔𝑛

𝑘
⁡) + 𝑂(𝑛1+

𝑐
2 ⋅ 𝑙𝑜𝑔𝑛) 

通讯成本涉及一个一对多的广播（one-to-all broadcast），我们需要将点的分配情况广播到所

有的𝐶𝑘
2台机器上。还涉及一个多对多（all-to-all）的 groupByKey，因为我们需要将相同 Key

的边收集到一台机器上。最后，还有一个多对一（all-to-one）的通讯，我们在最后一步收集

了所有剩余的边，将其放在一台机器上执行 Kruskal 算法。因此总通讯成本为： 

𝑂(𝑛𝑘2) + 𝑂(𝑚) + 𝑂(𝑛1+
𝑐
2) 

对于通信时间，我们假设广播是由比特流模型（BitTorrent Model）完成的。最后的多对一收

集（all-to-one collect），每一台机器都会发送𝑛1−
𝑐

2大小的数据。因此，总通讯成本可以写成： 

𝑂(𝑛𝑙𝑜𝑔𝑘) + 𝑂(𝑚) + 𝑂(𝑛1−
𝑐
2) 

注意到为了分析，我们已经假设了𝑘 = 𝑛
𝑐

2。倘若我们拥有的机器数少于𝑛
𝑐

2，令机器数为 l，

那么处理时间需要乘以因数
𝑙

𝑘
，处理时间可以重写为 l 的表示式。 

 



5.2.3 实现 

使用带有 pyspark 随机数生成器的 map 操作将顶点随机分区，然后将其广播到所有机器。接

下来，我们遍历机器上的所有边以找出它所属的一对分区𝐸𝑖,𝑗。使用 flatMap，为每个边分配

对应于其一对分区的 Key。groupByKey 操作收集一台计算机上属于一个分区的所有边，然

后我们在每台机器上应用 Kruskal 算法。由于一条边可以属于多对分区，因此在第一个

Kruskal 之后，我们需要使用 distinct 函数来删除重复项。对剩余的边再用一次 Kruskal，可

以得到最终的最小生成树。 

5.3 并行 Prim's（Parallel Prim's） 

该算法与上述两个算法的不同之处在于，它是从头开始构建最小生成树（MST）而不是消除

不属于最小生成树的边。同样，我们假设原始图的边不能放入单个机器的内存，而顶点可以。

第一步，我们找到离开每个顶点的最小边。我们将这些边添加到 MST，然后在每个后续迭

代中，找到保留每个连接组件的最小边，并将它们添加到 MST。可以通过以下方式找到离

开每个连接的组件的最小边：找到在单个机器上离开每个连接的组件的最小边，然后执行归

约运算（reduce operation）以获取总体上最小的边。 

 

5.3.1 分析 

引理 5.6 算法至多需要进行⌈log2 𝑛⌉轮迭代后完成 

证明 每一步，我们寻找离开每一个连接组件的最小的边。因此，根据握手引理（handshake 

lemma），在第 i 轮迭代中找到的唯一边的数量至少为
𝑧𝑖

2
，其中𝑧𝑖为在第 i 轮迭代开始时连接

组件的数量。因此在第 i 轮迭代的最后，最多有
𝑧𝑖

2
个连接组件。如果我们有

𝑧𝑖

2
以上的唯一边，

则迭代结束时的连接组件只会更少。 

在第一轮迭代开始时，每一个顶点就是一个连接组件，即𝑧1 = 𝑛。因此，第一轮迭代添加的

唯一边的数量至少为
𝑛

2
。这意味着，在第一轮迭代结束后，最多有

𝑛

2
个连接组件。 

 



通过归纳，我们可以得知，第 i 轮迭代结束后，最多有
𝑛

2𝑖
个连接组件。当我们最后只剩下一

个连接组件时，我们就找到了最小生成树。因此，该算法的迭代总数为至多为⌈log2 𝑛⌉。 

 

5.3.2 处理时间和通讯成本 

每次迭代的处理时间包含了三部分， 

⚫ 在每台机器上找到离开每个组件的最小的边所需的时间 

⚫ 执行归约操作（reduce operation）获取最小边所需的时间 

⚫ 找到需要执行合并操作（union operation）的边所需的时间 

如果使用了路径压缩来高效地实现算法，则不相交数据结构的每次操作的成本为𝑂(𝛼(𝑛))。

由于此函数的增长非常缓慢，大部分情况下是一个小于 5 的常数。因此，我们可以假定不相

交集合的操作花费的时间是恒定的。 

引理 5.6 中我们已经证明了在 i 轮迭代后，连接组件最多有
𝑛

2𝑖
个。规约（reduce operation）的

总处理时间可以表示成一个等比数列的和， 

𝑛𝑘

2
+
𝑛𝑘

4
+
𝑛𝑘

8
+⋯+

𝑛𝑘

2𝑖
= 𝑂(𝑛𝑘) 

合并操作的总处理时间与规约操作的时间是相同的，因为我们假设了不相交集合的操作时间

是一个常数。因此，总处理时间可以写成， 

𝑙𝑜𝑔𝑛 × 𝑂 (
𝑚

𝑘
) + 𝑂(𝑛𝑘) 

在每轮迭代中，我们有一个对不相交数据结构的一对多的广播。这是用类似比特流

（BitTorrent-like broadcast）的广播实现的。每轮迭代中不相交子集的数据结构大小是𝑂(𝑛)，

它会广播到 k 台机器上。因此，广播的通讯成本为𝑂(𝑛𝑘 ⋅ 𝑙𝑜𝑔𝑛)。由于我们使用类似比特流

的广播，故广播的通讯时间为𝑂(𝑛 ⋅ 𝑙𝑜𝑔𝑘 ⋅ 𝑙𝑜𝑔𝑛)。 

我们还有一个多对一的归约操作，来寻找离开每个连接组件的最小边。由于在第 i 轮迭代的

连接组件最多有
𝑛

2𝑖
个，归约操作的通讯成本为 

𝑛𝑘

2
+
𝑛𝑘

4
+
𝑛𝑘

8
+⋯+

𝑛𝑘

2𝑖
= 𝑂(𝑛𝑘) 

而归约是并行进行，所以归约的通讯时间为， 

𝑛

2
+
𝑛

4
+
𝑛

8
+⋯+

𝑛

2𝑖
= 𝑂(𝑛) 

因此总的通讯成本 = 广播通讯成本 + 归约通讯成本，即 

𝑂(𝑛𝑘 ⋅ 𝑙𝑜𝑔𝑛) + 𝑂(𝑛𝑘) 

总通信时间 = 广播通讯时间 + 归约通讯时间，即 

𝑂(𝑛 ⋅ 𝑙𝑜𝑔𝑘 ⋅ 𝑙𝑜𝑔𝑛) + 𝑂(𝑛) 

 



5.3.3 实现 

我们可以在 pyspark 中实现自定义的不相交集合类。但是，为了节省计算资源并避免编写自

定义的序列化方法，我们使用哈希表来存储每个顶点所属的不相交集合，然后广播该哈希表。

然后，我们可以调用 map 操作来寻找每台机器上的最小边，并执行规约操作以获取整体的

最小边。之后，我们遍历边列表里的每一条边，返回规约和合并后的结果。 

 

6 理论比较 

下面这张表里列出了三种分布式算法的处理时间和通讯时间。 

 边分割 顶点分割 并行 Prim's 

处理时间 𝑂 (
𝑚

𝜖𝑘
𝑙𝑜𝑔𝑛) 𝑂((

𝑚

𝑛
𝑐
2

+ 𝑛1+
𝑐
2) 𝑙𝑜𝑔𝑛) 𝑂 (

𝑚

𝑘
𝑙𝑜𝑔𝑛 + 𝑛𝑘) 

通讯时间 𝑂 (𝑚 ⋅
1 − 𝑛−𝑐

1 − 𝑛−𝜖
) 𝑂(𝑚 + 𝑐𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛) 𝑂(𝑛𝑙𝑜𝑔𝑘 ⋅ 𝑙𝑜𝑔𝑛) 

 

其中𝑚 = 𝑛1+𝑐，每台机器的内存（存储的边数）是𝑛1+𝜖。 

下面我们分别做出三种分布式算法的处理时间和通讯时间随 c 的变化曲线。这里，我们取

𝜖 =
𝑐

5
 

 

图 2 处理时间和 c 的关系曲线图，𝑛 = 1,000,000 

 



 

图 3 通讯时间和 c 的关系曲线图，𝑛 = 1,000,000 

我们可以看到平行 Prim's 算法的处理时间更小，且与边分割和顶点分割两种算法相比，增

长得更慢。在通讯上，Prim's 算法比另外两种算法在稀疏图上需要花费更多的时间，但是

随着图的稠密程度的增加，平行 Prim's 算法在处理时间和通讯时间上都要优于另外两种算

法。而且平行 Prim's 算法的通讯时间与边数没有关系，边数的增加并不会增加它的通讯时

间。 

7 实验结果 

表 1 Jure Leskovec and Rok Sosič 的实验结果[5] 

 顶点数 边数 边分割 顶点分割 平行 Prim's 

web-Stanford 281,903 2,312,497 791s 361s 92s 

web-Google 875,713 5,105,039 7,384s 3,733s 229s 

web-BerkStan 685,230 7,600,595 3,670s 1,569s 313s 

as-Skitter 1,696,415 11,095,298 >7,200s >3,600s 335s 

roadnet-PA 1,088,092 1,541,898 >7,200s >3,600s 394s 

 

实验结果符合前面的理论的分析预期，但我们我们注意到的一个反常的现象。尽管 as-

Skitter 的图和 roadnet-PA 相比有更多的顶点和边，但是它的平行 Prim's 算法的运行时间却

小于 roadnet-PA 的。这是因为平行 Prim's 算法运行的迭代次数和图的结构有关。我们前面

的分析假设了最糟糕的情况，即至多需要进行⌈log2 𝑛⌉轮迭代，而实际上可能只需更少的迭

代次数，这与图的结构有关。 

 

 

 



8 结论 

⚫ 提出了三种计算给定图的 MST 的分布式算法，并根据处理时间和通信时间进行了比

较。 

⚫ 并行 Prim 算法的通信时间与边数无关。 

⚫ 对于稀疏图，顶点分割算法的通信时间少于并行 Prim's 的通信时间，而 Prim's 算法的

处理时间更好。因此，在某些情况下，顶点分割算法可能会表现更好，因此值得考

虑。 

⚫ 对于稠密图，并行 Prim's 算法在通信时间和处理时间上均获胜。 

⚫ 在所有情况下，顶点分割和并行 Prim 的性能均优于边分割算法。 

9 未来的工作 

⚫ 由于上述所有算法最多都在 4 个内核上进行了测试，因此我们没有研究算法在实际环

境中的扩展能力。根据 CPU 的速度以及可用的网络带宽的多少，算法的性能可能会有

所不同。 

⚫ 上面介绍的所有运行时都在预期之中，有时甚至是最坏的情况。实际上，它们取决于

图的结构，并且随着我们使用 as-Skitter 和 roadnet-PA 看到的图的结构而定，可能会有

很大的差异。所以，研究不同类型图上算法的性能是非常有意义的。 

⚫ 可能存在进一步改进算法设计的方法。例如，可能存在一种用于边分割和顶点分割的

巧妙分割方案。或者，对于并行的 Prim's，可能存在一种缓存最小边的方法，从而使

每个连接的组件都消除了重复的工作。 
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